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Resume : Utilisant la theorie de Mori des varietes toriques projectives due a M. Reid, 
nous etudions les varietes toriques non projectives qui le deviennent apres eclatement le long 
d'une courbe invariante. 



Abstract : With the help of Mori theory for projective toric manifolds due to M. Reid, we 
study non projective toric manifolds which become projective after a single blow up along an 
invariant curve. 

o. 

<^ ■ Introduction 

■ ^ I Dans tout ce travail, nous appelons variete torique de dimension n une variete torique 

J2 ' complete et non singuliere, autrement dit, nous nous interessons aux compactifications lisses 

equivariantes du tore complexe (C*)". Une telle variete n'est en general pas projective, mais 
les exemples connus de varietes toriques non projectives peuvent etre consideres comme isoles 
au sens oil la cause geometrique de non projectivite n'est pas toujours comprise. Nous nous 
K*" i proposons ici d'etudier geometriquement les varietes toniques non projectives les plus sim- 

ples. Pour cela, rappelons qu'il est bien connu (voir par exemple [ Mor96f| ) que toute variete 



Q . torique devient projective apres une suite finie d'eclatements le long de sous-varietes lisses 



^O I toriques ; autrement dit, la version torique du theoreme de Moishezon | Moi67 | est verifiee. 

^^ ■ Le but de ce travail est de comprendre les varietes toriques non projectives les plus simples 

Q«^ , a la lumiere du theoreme de Moishezon : celles qui deviennent projectives apres eclatement 

le long d'une courbe torique {X etant lisse, toute courbe torique de X est rationnelle non 
singuliere). Rappelons aussi que si X est une variete complexe compacte et si x est un point 
de X, alors X est projective si et seulement si Bx{X) est projective. 



Notation. Si X est une variete lisse et Z une sous-variete lisse de X , on note Bz{X) la 
variete obtenue en eclatant X le long de Z. Rappelons que si E est le diviseur exceptionnel 
/\ ' de V eclatement, E est isomorphe a ¥{Nz/x) ou Nz/x 6si le fibre normal de Z dans X. 

j^ . Si X est une variete torique et Z est une sous-variete torique, alors Bz{X) est torique et 

I 'eclatement vr : Bz{X) — > X est equivariant. 

Notre travail s'articule de la fagon suivante : nous rappelons dans un premier temps les nota- 
tions classiques en geometric torique et I'enonce principal de la theorie de Mori des varietes 



toriques projectives d'apres Miles Reid |Rei83|. On en deduit un critere de projectivite pour 



les varietes toriques qui sont projectives apres un eclatement. Dans un deuxieme temps, nous 
montrons que si X est une variete torique non projective contenant une courbe C torique 
de sorte que X := Bc{X) soit projective, alors C est rigide dans X. Dans les troisieme et 
quatrieme parties, si X est une variete torique non projective contenant une courbe C torique 
de sorte que X := Bc{X) soit projective, nous classifions les contractions Mori extremales 
sur X dont le lieu exceptionnel rencontre le diviseur exceptionnel de I'eclatement X ^f X. 
Nous montrons en particulier que toutes sont des eclatements le long de centres lisses dans 
une variete lisse et que seuls trois phenomenes peuvent se produire dans le cas oil X possede 
une telle contraction : soit (X, C) possede une reduction triviale, soit X est obtenue via 
un flip interdit d'une variete torique projective, soit X est obtenue via une transformation 
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elementaire (dite "de Maruyama") d'une variete torique projective, ces terines etant intro- 
duits et illustres au §3. Nous donnons aussi deux consequences pour les varietes toriques 
non projectives devenant de Fano apres eclatenient le long d'une courbe, en montrant en 
particulier que ceci ne se produit pas en dimension trois. Ce dernier resultat n'utilise pas 
la classification des varietes toriques de Fano de dimension trois. Dans la derniere partie, 
nous reprenons et detaillons une construction d'Ewald, permettant de donner des exemples 
de varietes toriques non projectives pour toutes les situations etudiees precedemment, ces 
varietes possedant de plus un petit groupe de Picard. 

Remerciements : a Michel Brion et Laurent Manivel pour de nombreuses discussions et 
leurs lectures critiques de versions preliminaires, a Alexis Marin qui m'a permis d'interpreter 
geometriquement la construction d'Ewald et a Chris Peters qui m'a indique les travaux de 
Maruyama. 

1. Preliminaires de geometrie torique 

1.1. Premieres definitions et notations. Les references usuelles de geometrie torique sont 
|Ewa96||, p\n93| et [|Oda88||. 



Si M est un reseau de rang n, une variete torique X/\ de dimension n est definie par la 
donnee d'un eventail A, subdivision de I'espace vectoriel dual A^'q := Hom(M, Z) ®i Q par 
des cones rationnels polyedraux. Rappelons qu'il y a une correspondance bijective entre les 
orbites (du tore Hom(M, C*)) de codimension r dans Xa et les cones de dimension r de A. 
Comme annonce dans I'introduction, toutes les varietes toriques X/\ seront supposees lisses 
(ce qui signifie que tons les cones maximaux de A sont simpliciaux, engendres par une base 
de A^ := Hom(M, Z)) et completes (ce qui signifie que le support de A est A'q). 
Les generateurs dans A^ des faces de dimension un de A seront notes ei, . . . , ep+„ ; ils cor- 
respondent aux diviseurs irreductibles invariants de Xa et p est le nombre de Picard de X^. 

1.2. Eclatements le long de courbes toriques. Soit X une variete torique d'eventail A 
et C une courbe torique de X. Quitte a renumeroter les e^, C est donnee par le cone de 
dimension n — 1 (appele aussi "mur") < ei,... ,6^-1 >• Ce mur est face de deux cones 
maximaux < ei,... ,e„_i,e„ > et < ei,... ,e„_i,e„+i > correspondant aux deux points 
fixes du tore sur C . 

La variete X = Bc{X) est definie par I'eventail A construit de la fagon suivante : on 
note e = ei + • ■ ■ + e„_i, on enleve a A les deux cones maximaux < ei, . . . , e^-i, Cn > et 
< ei, . . . , Bn-i, Bn+i > (ainsi que leurs faces) et on les remplace par les 2n— 2 cones maximaux 
de la forme 

< ei,... ,ej,... ,en-i,e, e„ > et < ei,... ,ej,... ,en_i,e, e„+i >, 1 < j < n - 1 

(avec toutes leurs faces) (la notation ij signifie qu'on enleve Cj) - voir la figure 1. 
Les courbes toriques irreductibles sur le diviseur exceptionnel E de I'eclatement ir : X ^> X 
sont les n — 1 courbes Cj :=< ei,... ,ej,... ,6^-1, e >,l<j<n — 1 qui se projettent 
isomorphiquement par vr sur C et pour 1 < i < j < n — 1 les courbes 

< ei, . . . , 6j, . . . , 6j , . . . , Cfi — l, 6, Gn ^ 6t < Cl, . . . , Ej, . . . , Cj , . . . , €n—ly Cj f^n+l ^ 

contractees par vr. 

Remarque. II y a une description analogue en terme d'eventails des eclatements le long 

de centres toriques de dimension superieure a un ([ pda88 page 38). 



Convention. La trace sur la sphere unite S""^ d'un eventail A de M" definit un decoupage 
de S""^. Toutes les figures de ce texte representent la trace sur la sphere S^~^ d'une 
partie d'un eventail n-dimensionnel. Si la figure represente une application torique entre 
deux varietes toriques, les parties non representees des eventails ne sont pas modifiees par 
I'application. 
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Figure 1. 

1.3. Theorie de Mori torique, d'apres Miles Reid. Si X est une variete projective, on 
note 

Ni(X) = {N^ ttiCi I Cj G Q , Cj courbe irreductible de X}/ = 

i 

Oil = designe I'equivalence numerique. Le cone de Mori, ou cone des courbes effectives, est 
le sous-cone de Ni(X) defini par 

NE(X) = {Z e^i{X)\Z = ^aiCi, ai > 0}. 



Si X est torique, alors (voir | Rei83|| ) NE(X) est polyedral, engendre par les classes des courbes 
invariantes. De plus, pour toute arete R de NE(X), il y a une contraction (pn : X ^ Y 
de X sur une variete torique projective eventuellement singuliere Y telle que les courbes 
irreductibles contractees par ipn sont exactement celles dont la classe dans Ni(X) appartient 
kR. 

Convention : pour une arete R de NE(X), nous dirons que la contraction extremale (pn est 
Mori extremale si et seulement si —Kx • R > 0- 

1.3.1. Comportement du cone de Mori. Soit ipn : X ^ Y une contraction extremale et 

(ipR), : Ni(X) ^ Ni(y) = Ni(X)/(i? + i-R)) 

la projection induite par 93/j. Alors, le cone de Mori NE(y) est egal a {ipR)^:(NE{X)). En 
particulier, les aretes de NE(y) sont images d'aretes de NE(X). 

1.3.2. Description des contractions extremales. Soit lo une courbe invariante extremale (i.e. 
R := Q"'"[a;] est une arete de NE(X)) que Ton pent supposer, quitte a renumeroter les e,, 
definie par le "mur" < ei, . . . ,e„_i >, face de deux cones maximaux 

< ei, . . . , Crt-i, e„ > et < ei, . . . , e„_i, e„+i > . 

Comme X est lisse, il y a une unique relation 

n-l 

Cn+i + e„ + ^ aiCi = 
oil les ai sont des entiers. Rappelons ici que le fibre normal de uo dans X est isomorphe a 

n-l 

flHOpi(aj), ceci etant vrai meme si uj n'est pas extremale. 

On note 

a = card{i € [1, . . . , n — 1] | Cj < 0} et /? = card{i € [1, . . . , n — 1] | a^ < 0}. 

Avec ces notations, ipR est birationnelle si et seulement si a 7^ 0, le lieu exceptionnel A{R) 
de ^R dans X est alors de dimension n — a, son image B{R) = ipFi{A[R)) dans Y est de 
dimension /3 — a, et la restriction de ^r a A{R) est un morphisme plat a fibres des espaces 
projectifs a poids de dimension n — [5. Si a = 0, y est projective lisse de dimension j3 et ^r 
est une fibration lisse. (Attention : les coquilles de I'enonce (2.5) dans | Rei83 | sont corrigees 
dans [pda8S|] , page 111). 
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1.4. Un critere de projectivite torique. Nous donnons ici une premiere application de 
la theorie de Mori torique. 

Proposition 1. Soit X une variete torique, Z une sous-variete torique de X. On suppose 
que Bz{X) est projective. 

Alors X est projective si et seulement si la classe dans NE(i?2(X)) d'une courbe contenue 
dans une fibre de Veclatement vr : Bz{X) -^ X est extremale. 

Remarque : comme les fibres non triviales de vr sont des espaces projectifs (lisses), I'arete 
engendree par la classe dans NE(i?y (X)) d'une courbe contenue dans une fibre de I'eclatement 
TT : By{X) — > X est independante des choix de la courbe et de la fibre. 

Demonstration de la proposition. Le sens direct est un fait general bien connu : soit F 
une courbe rationnelle contenue dans une fibre non triviale de vr. Si X est projective, soit H 
un diviseur ample sur X. Si F = Ci + C2 dans NE{By{X)), alors 

= TT*H ■ F = TT*H • Cl + TT*H ■ C2, 

done 

TT*H • Cl = 7r*H • C2 = 0. 

Ainsi les Ci sont contenues dans une fibre de vr, done numeriquement proportionnelles a -F, 
autrement dit F est extremale. Reciproquement, si F est extremale, la contraction extremale 
If associee est birationnelle de lieu exceptionnel egal au diviseur exceptionnel de vr : en effet, 
la classe de toute courbe incluse dans une fibre de vr appartient a I'arete Q~*'[F], done toutes 
les fibres non triviales de vr sont contractees par ip, et toute courbe contractee par ip est 
incluse dans E car E ■ F < 0. Ainsi, toute fibre de vr est contenue dans une fibre de (/?, et 
les fibres de 93 etant des espaces projectifs a poids, la restriction de vr a toute fibre de (/? la 
contracte sur un point, c'est done que 99 = vr et X est projective. ■ 

Remarque : cet enonce est un enonce torique, faux pour des varietes projectives quelconques 
(voir ||Bon9e| ] §2.4) !! 



2. Un critere de rigidite 

Le resultat suivant n'utilise que partiellement rhypothese X torique, il serait interessant de 
connaitre le degre de generalite de cet enonce. 

Proposition 2. Soit X une variete torique, C une courbe torique de X. On suppose que 
Bc{X) est projective et que C se deforme dans X. Alors X est projective. 

Remarque : dans cet enonce, les deformations de C sont necessairement non toriques. 

Demonstration de la proposition. Comme X est torique, un diviseur sur X est ample 
si et seulement si son intersection avec toute courbe effective est strictement positive. De la, 
si H est un diviseur ample sur Bc{X), et si vr : Bc{X) — > X est I'eclatement, le diviseur 
H' := '7t{H) est ample sur X : en effet, si uj est une courbe irreductible de X distincte de C, 
alors H'-uj>H-u)>Oouuj est la transformee stricte de to. Comme C se deforme en une 
courbe wc, on a H' ■ C = H' ■ ujc > d'apres ce qui precede. Ainsi, H' est ample sur X. ■ 



Remarque : la demonstration precedente et le critere de Kleiman [Kle66] montrent que cette 



proposition est vraie si on suppose que X est une variete analytique compacte ne possedant 
pas de courbes irreductibles homologues a et telle que NE(X) soit ferme dans Ni(X). 

La proposition 2 possede le corollaire immediat suivant : 

Corollaire 1. Sous les hypotheses de la proposition 2 et si x{^c/x) = —Kx -C + n — 3 > 0, 
alors X est projective. 

Signalons pour conclure ce paragraphe que ce critere de rigidite possede une application 
interessante en vue d'un theoreme de Moishezon torique effectif en dimension trois - voir 
|Bon9g|]. 
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3. Trois exemples de contractions EXTREMALES 

Dans cette partie, la situation qui nous interesse est la suivante : X est une variete torique 
non projective contenant une courbe C torique de sorte que X := Bc{X) soit projective. 
On note tt : X ^> X I'eclatement de X le long de C, E le diviseur exceptionnel de tt. 

Question : que peut-on dire des contractions Mori extremales sur X dont le lieu exceptionnel 
rencontre E ? 

Nous donnons trois exemples difFerents de situations possibles. 

3.1. Exemple 1 : "reduction triviale". Supposons donnee une variete torique non pro- 
jective X' , contenant une courbe C torique de sorte que Y := Bc'{X') soit projective ; on 
note tt' I'eclatement Y ^ X'. Soit alors X la variete torique obtenue en eclatant X' en 
un point fixe p appartenant a C. Comme X' , la variete X est non projective, et la variete 
X := Bc{X) ou la courbe C est la transformee stricte de C est projective : en effet, X est 
la variete obtenue en eclatant Y le long de la sous- variete de codimension deux (7r')^"'^(p). 
D'apres la proposition 1, I'eclatement X ^> Y est une contraction Mori extremale V^Q+ft^i 
dont le lieu exceptionnel rencontre E. 
Autrement dit, on a un diagramme commutatif : 

X = Bc{X)^-^^Y = Bc'{X') 



X' 



X = Bp{X') -^— 
La figure 2 est la version "geometrique" de ce qui precede. 

Convention. Si le couple (X, C) est obtenu par le procede decrit precedemment, nous 
dirons que ce couple possede une reduction triviale. 



/ 
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Figure 2. Reduction triviale 
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3.2. Exemple 2 : "flip interdit". Nous demontrerons au §4.2 la proposition suivante : 

Proposition 3. Soit Y une variete torique projective de dimension n contenant une sous- 
variete torique Z verifiant 

(Z,iV^/y)^(P"-2,Op„-2(-l)®2), 

et soit X la variete torique obtenue en eclatant Y le long de Z puis en contractant les 
{*} X P"'^^ ^y diviseur exceptionnel £' ~ P^ x P"^^ _. 

X = Bz{Y) 




X Y 

Alors X est projective si et seulement si la classe d'une courbe incluse dans Z est extremale 
dans le cone de Mori des courbes effectives de Y. 

En particulier, si la classe d'une courbe incluse dans Z n'est pas extremale dans le cone de 
Mori des courbes effectives de Y, la variete X construite est non projective, le devient apres 
eclatement le long d'une courbe C verifiant 



iC,Nc/x)^i^\0^ii-lf 



m—l--, 



et <Pq+[uj] est une contraction Mori extremale dont le lieu exceptionnel est egal a celui de 
I'eclatement tt : X — > X. 

Convention. Si une variete X non projective est obtenue par le procede decrit precedem- 
ment, nous dirons que cette variete est obtenue via un flip interdit d'une variete projective : 
a partir de la dimension quatre, cette transformation de Y vers X est un flip si la classe d'une 
courbe incluse dans Z est extremale dans le cone de Mori des courbes effectives de Y. 

3.3. Exemple 3 : "transformation elementaire" . Soit Y une variete torique projective 
de dimension n contenant un diviseur torique E. Supposons que E soit isomorphe a P(£') ou 
£ est un fibre vectoriel de rang n — 1 sur P^ et notons A : E = P(£') — > P"^ la projection. 
Supposons que le fibre normal de E dans Y soit de la forme A*Opi(a) (autrement dit, il est 
trivial en restriction aux fibres de A) et soit £' un sous-fibre de £ de rang n — 2 de sorte que la 
sous- variete Z = ¥{£') soit torique. Soit X = BziY) la variete torique obtenue en eclatant 
Y le long de Z. D'apres la proposition 1, I'eclatement X — > y est une contraction Mori 
extremale ^q+[^^]- De plus, la transformee stricte E de E est isomorphe a E (en particulier, 
A induit une fibration X : E —^ P^) et son fibre normal N^,j^ est egal a Oe{—1) <8) A*C'pi(a). 
II existe done une variete X torique contenant une courbe torique C ~ P^ de sorte que 
X = Bc{X) et que le diviseur exceptionnel de I'eclatement tt : X ^ P^ soit egal a E 
avec TTi^ = A. Par construction, V^Q+fi^i est une contraction Mori extremale dont le lieu 
exceptionnel F rencontre E. 
Autrement dit, on a un diagramme commutatif : 

E CXZ) F 



C dX Y D E D Z 

La figure 3 est la version "geometrique" de ce qui precede. 

Convention. Si une variete X est obtenue par le procede decrit precedemment, nous dirons 
que cette variete est obtenue via une transformation elementaire d'une variete projective. 
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Figure 3. Transformation elementaire. 



Lien avec les transformations elenientaires de Maruyama. Remarquons que dans ce qui 
precede, Timage dans X du diviseur F est encore un diviseur de la forme P(^), ou J^ est 
un fibre vectoriel de rang n — \ sur P^, dont le fibre normal dans X est encore trivial en 
restriction aux fibres de la projection sur P^. Cette construction est un cas particulier de 
transformation elementaire, application birationnelle utilisee par Maruyama [ Mar82(| pour 
construire des families de fibres vectoriels sur une variete analytique ou algebrique (en di- 
mension deux, cette application birationnelle joue un role essentiel dans la classification des 
surfaces rationnelles). 

Plus precisement (voir | Mar82|] §1), si £ est un fibre vectoriel sur une variete 5, si T est 
un diviseur (lisse) de S et si £' est un sous-fibre vectoriel strict de f'ly, une transformation 
elementaire consiste a eclater la variete P(£^) le long de la sous-variete (de codimension au 
moins deux) ¥'{£'), et a remarquer que la transformee stricte du diviseur P(£'|t) est le diviseur 
exceptionnel d'un eclatement sur une variete de la forme P(^) ou J- est encore un fibre 
vectoriel sur 5, de meme rang que £. 

Dans notre situation, notons S I'espace total du fibre C'pi(a), q : 5" ^ P^ la projection et U 
le produit fibre (torique) de A et g au dessus de P^ : 

U ^S 



E- 



L'hypothese faite sur Ng/y implique qu'il y a un voisinage torique V de E dans Y isomorphe 
a U = F{q*£). Enfin, si T designe la section nulle de q dans 5 et si V^ = {^q+ [lo])^^ (V) , alors 
le diagramme 

V 




7t{V) V 

est une transformation elementaire de Maruyama. 

A la lumiere de ce qui precede, nous pouvons dire que I'exemple 3 est une "compactification 
equivariante d'une transformation elementaire torique" . 
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4. Classification de certaines contractions Mori extremales 

Dans toute cette partie, X est une variete torique non projective de dimension n, d'eventail 
A contenant une courbe C torique de sorte que X := Bc{X) soit projective, d'eventail A. 
On note tt : X —> X Teclatement de X le long de C, E le diviseur exceptionnel de tt. Quitte 
a renumeroter les faces de dimension un de A, on suppose que C est donnee par un cone 

< ei, . . . , e„_i > de dimension n — 1, face de deux cones maximaux < ei, . . . , e„_i, e„ > et 

< ei, . . . ,e„_i,e„+i >. 

Le but de cette partie est de classifier les contractions Mori extremales de X dont le lieu 
exceptionnel rencontre E. Nous y demontrons le resultat suivant : 

Theoreme A. Soit X une variete torique non projective contenant une courbe C torique de 
sorte que X := Bc{X) soit projective, soit uj dans X une courbe Mori extremale rencontrant 
le diviseur exceptionnel E et V^Q+ft^i : X — > y la contraction extremale associee. Alors : 

• soit le couple {X, C) possede une reduction triviale, 

• soit X est obtenue via un flip interdit d'une variete torique projective, 

• soit X est obtenue via une transformation elementaire d'une variete torique projective. 

Dans tous les cas, la contraction extremale V^Q+ft^i esi de la forme decrite dans les exemples 
1, 2 et 3 respectivement. 

Commentaires. 

(i) Dans tous les cas, I'image Y de la contraction extremale ^^+\u}] est lisse et 9^(0)+ [tj] 6St 
I'eclatement de Y le long d'un centre lisse ; ce phenomene est remarquable. 

(ii) Dans le deuxieme cas, E ■ uj = —1, dans les deux autres E ■ to = 1. 

(iii) Tous ces exemples se produisent en toutes dimensions superieures a trois, nous donnerons 
des constructions explicites dans la partie 5 avec "petits" groupes de Picard. 

(iv) Get enonce n'est pertinent que s'il existe une courbe Mori extremale rencontrant E, 
hypothese que nous ne savons pas verifier en general. Nous donnons dans la proposition 
suivante deux conditions sous lesquelles cette hypothese est verifiee. 

Proposition 4. Soit X une variete torique non projective contenant une courbe C torique 
de sorte que X := Bc{X) soit projective, soit E le diviseur exceptionnel de I'eclatement et 
p{X) le nombre de Picard de X . Alors X possede une courbe Mori extremale rencontrant E 
des que X verifie I'une des conditions suivantes : 

(i) la variete X est de Fano, 

(ii) la variete X possede au moins p{X) contractions Mori extremales (i.e NE(X) possede 
au moins p{X) aretes R verifiant —Kx ' R> ^)- 

Demonstration de la proposition. 

Pour (i) : si X est de Fano, soit C une courbe contenue dans une fibre de I'eclatement. Alors, 

i=l 

Oil les Ci sont des courbes Mori extremales et les Oj des rationnels positifs. Comme £^ • C < 0, 

I'une au moins des Ci verifie £' • Cj < 0. 

Pour (ii) : si par I'absurde, il n'y a pas de courbe Mori extremale rencontrant E, alors 

I'hyperplan 

E=o = {Z (^^i{X)\E ■ Z = Q} 

contient p{X) aretes de NE(A). Or NE(A) est un cone convexe d'interieur non vide dans 
I'espace vectoriel Ni(A) de dimension p{X) + 1. II s'en suit que E=q est un hyperplan d'appui 
de NE(A). Ceci est absurde car il y a dans NE(A) des courbes d'intersection strictement po- 
sitive avec E (toute courbe transverse a E) et des courbes d'intersection strictement negative 
avec E (toute courbe contenue dans une fibre de I'eclatement). ■ 
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La preuve precedente (pour (i)) et le theoreme A implique de suite le resultat suivant. 

CoroUaire B. Soit X une variete torique non projective contenant une courbe C torique de 
sorte que X := Bc{X) soit une variete de Fano. Alors X est ohtenue via un flip interdit 
d'une variete torique projective. 

En dimension 3, on en deduit : 

CoroUaire C. Soit X une variete torique de dimension 3 contenant une courbe C torique 
de sorte que X := Bc{X) soit une variete de Fano. Alors X est projective. 

Demonstration. Si X n'est pas projective, le corollaire B affirme que X est obtenue via un 
flip interdit d'une variete torique projective. Comme —K^ est ample, —Kx est d'intersection 
strictement positive avec toutes les courbes de X distinctes de C. Or, comme 

Nc/x = 0^i{-ir\ 

on a —Kx -(7 = 0. Mais alors, si A est un diviseur nef dans une variete torique, d'intersection 
strictement positive sur toutes les courbes toriques a I'exception d'une seule notee C, et si D 
est un diviseur lisse verifiant D -C = 1, alors A + eD est un Q-diviseur strictement positif sur 
toutes les courbes toriques, done ample, des que e est un rationnel strictement positif assez 
petit. Ainsi, X est projective. ■ 

Remarque : le corollaire C decoule aussi de la classification des varietes toriques de Fano de 



dimension 3 [Bat82] | WWa82 |. En effet, cette derniere montre que p{X) < 5, done p{X) < 4. 
Or il n'y a qu'une seule variete torique non projective de dimension 3 dont le rang du groupe 
de Picard est inferieur ou egal a 4 (celle dont I'eventail est rappele au §5.1.1 de ce texte) 



|Oda88 | et il est facile de voir que cette derniere ne devient pas de Fano apres eclatement le 



long d'une courbe. La preuve du corollaire C evite d'utiliser cette classification. 

Le reste de cette partie est consacre a la demonstration du theoreme A. 

Supposons done I'existence d'une courbe torique uj de X := Bc{X) Mori extremale verifiant 
E riuj ^ ^. L'analyse distingue les cas E-uj>0etE-LO<0. 

4.1. Le cas ou E ■ uj > 0. 

4.1.1. Quelques reductions. 

Lemme 1. Sous les hypotheses precedentes, la courbe to n'est pas incluse dans E. 

Demonstration. Supposons au contraire que lo <Z E. Comme E -ijo >^, lo n'est pas incluse 
dans une fibre de vr, done tt\^^ : u ^ C est un isomorphisme d'apres 1.2. De la, 

Kx-C = 7r*Kx • UJ = {K^ - {n - l)E) ■ w 

et done 

x{Nc/x) = -Kx • C + n - 3 = {-K^ + (n - 1)^) • u; + n - 3 > 0. 
D'apres le corollaire 1, ceci implique que X est projective, ce qui est exclu par hypothese. ■ 

Ainsi, UJ est "transverse" a -E et quitte a permuter les ei, . . . ,e„_i, on pent supposer que 
u! =< ei, . . . , e„,_2, fin > (et done E ■ uj = 1 ). Le mur < ei, . . . , en-2,en > definissant uj est 
face de deux cones maximaux 

< ei,... ,e„_2,e„,e > et < ei, . . . , 6^-2, e„, e' > 

pour un certain e', generateur entier d'une face de dimension un de A. Remarquons que e' 
pent etre egal a e„+i et est distinct de Cn-i - voir la figure 4. 
II y a alors une relation 

n-2 

e' + e + ^ biCi + bnCn = 0, 
1=1 
ou les bi et bn sont des entiers. 
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ei, • • • ,e„_2 



Cn+l 




Lemme 2. Les entiers hi sont negatifs ou nuls pour tout i = 1, . . . ,n — 2,n. 



Demonstration. Sinon, on a 6j > pour un certain i, et d'apres Reid [ReiSS] Cor. 2.10(i), 
les deux courbes 

uj' :=< ei,... ,ei,... ,en-2,en,e > et uj" :=< ei,... ,6,,... ,e„_2,e„,e' > 

(respectivement < ei, . . . , 6^-2; e > et < ei, . . . , e„_2, e' >) si i < n — 2 (respectivement si 
i = n) sont sur I'arete Q"'"[li;]. 

Mais alors uj' :=< ei, . . . , Cj, . . . , e„_2, en, e > (respectivement < ei, . . . , 6^-2; e >) est une 
courbe Mori extremale incluse dans E et d'intersection positive avec E, ce qui n'est pas 
possible d'apres le lemme precedent. ■ 

Comme la quantite 

n-2 

1=1 
est strictement positive, les deux lemmes precedents et la description des contractions extre- 
males rappelees en 1.3 impliquent que seules deux possibilites ont lieu a priori. 

a) Tous les entiers bi, 1 < i < n — 2 et bn sont nuls et dans ce cas la contraction extremale 
C/7Q+ [^] est une fibration (/7q+ [^] : X — > y de fibres isomorphes a F^ . 

b) Un et un seul des entiers bi et bn vaut —1, les autres etant nuls et dans ce cas la 
contraction extremale V'Q+fajl ^st birationnelle divisorielle, ses fibres non triviales etant 
isomorphes a P^. 

Montrons que le cas a) est impossible : si ^q+[uj] : X —i- Y est une fibration, ses fibres ont 
une intersection egale a 1 avec le diviseur E et done E est isomorphe a Y. On en deduit que 
le groupe de Picard de Y est Z^, done celui de X est Z'^, done celui de X est Z^. Mais alors 
X est projective d'apres la classification |Kle85]. 



4.1.2. Analyse du cas b). Deux situations differentes peuvent se produire : 

(i) bi = pour tout 1 < i < n — 2 et bn = —1, on a alors e' + e — e^ = 0, 
(ii) I'un des 6j, 1 < i < n — 2 est non nul, on pent supposer que 6i = — 1 et on a alors 
e' + e - ei = 0. 

Commengons par traiter la situation (i) : nous montrons que {X, C) possede une reduction 

triviale. 



D'apres Reid [ |Rei83 1 Cor. 2.10(ii), pour tout i fixe, 1 < i < n — 2, I'etoile du cone n — 2 



dimensionnel < ei, . . . , Cj, . . . , e„_2, Cn > est constituee des 4 cones maximaux 

< CX, . . . , Cj, . . . , 6^—2, ^n, e > , ^ e^, . . . , 6j, . . . , 6^—2, (^ni ^ -^ , 

< ei, . . . , ej, . . . , ej2— 2, e^, e, z^j > et < ei, . . . , Cj, . . . , en_2, e.^, 6 , z^j > 
pour un certain z/j. 
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ei, • • ■ , e„_2 



Cn+l 



X 



Sn+l 




ei, ■ • • , e„_2 



Gn+l 



y 




e„_2 



en-i 



ei, ■ • • , e„_2 



Gn+l 




e„ = ei H he„_2 + e' 

Cn— 1 6n— 1 

Figure 5. Reduction triviale 
Or, le mur < ei, . . . , Cj, . . . , e„_2, e„, e > est deja face des 2 cones maximaux 

< ei, . . . , €i, ■ ■ ■ , &n—2i 6?i) 6, e^— 1 > et < ei, • • • , Cj, • • • , Cn— 2) Cnj 6 ^ • 

C'est done que Vi = e„_i pour tout \ < i < n — 2. On en deduit que I'etoile de e„ est 
constituee des 2n — 2 cones maximaux suivants : 

^ Cl , . . . , C^, . . . , 6ri— 1 5 ^! ^n ^ *^^ ^ ^1 7 • • • ; Cf, . . . , €fi — l , 6 , 6^ >, If^Zf^Tl 1. 

II resulte du raisonnement precedent - voir la figure 5 - que la contraction V'Q+fwl envoie X 
sur la variete projective lisse Y dont I'eventail est obtenu en remplagant dans A I'etoile de 
e„ par la reunion des cones maximaux < ei, . . . , Cj, e„_i, e' ,e >, 1 < i < n — 1 et leurs faces. 
Autrement dit, fQ+[co] : ^ ^ ^ est I'eclatement de Y le long de la sous-variete torique de 
codimension deux definie par le cone < e, e' >. 
De meme, la relation 

Cn = ei H h e„_i + e' 

montre qu'il existe une variete X' non projective lisse telle que X = Bp{X') oil p est un point 
fixe dans X' definie par le cone maximal < ei,... ,e„-i,e' >. Enfin, Y = Bci{X') oii C" 
est la courbe de X' definie par le mur < ei, . . . , e„_i >. Ce qui precede montre que (X, C) 
possede une reduction triviale. 

Traitons la situation (ii) : nous montrons que X est obtenue via une transformation 
elementaire d'une variete torique projective 

Dans ce cas, on a ei = e + e', soit encore e' = —62 — • • • — e„_i. Un raisonnement analogue 
au precedent montre que I'etoile de ei est constituee des 4n — 8 cones maximaux suivants : 

< 61, . . . , 6j, . . . , Cn—lj 6) Cj2 >, < ei, . . . , ej, . . . , 672—1, 6) 6?i+l ^) 

< ci, . . . , ej, . . . , 672— 1, 6 , Cyj > et < ei, . . . , Cj, . . . , e^—i, e , &n+i ^ 
pour 2 < i < n — 1. 

II en resulte - voir la figure 6 - que la contraction V'Q+fajl envoie X sur la variete projective 
lisse Y dont I'eventail est obtenu en remplagant dans A I'etoile de ei par la reunion des cones 
maximaux 

< 62, . . . , Cj, e„_i, e', e, e„ >, < 62, . . . , e^, e„_i, e', e, e„+i >, 2 < z < n - 1 
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et leurs faces. 



e = -62 e„_i 




e = -62 - • • • - 6„_l 



Cn+l 



6 = 6i + l-e„_i 



63j ■ ■ ■ J 6j2_i 



Figure 6. Transformation elementaire. 



Autrement dit, ^q+[uj] : X ^ Y est I'eclatement de Y le long de la sous-variete torique de 
codimension deux definie par le cone < e,e' >. De plus, dans I'eventail Ay definissant Y, 
I'etoile de e est constituee des 2n — 2 cones maximaux 



< 62, . . . , Si, e„_i, e , e, e„ >, < 62, . . . , ej, e„_i, e , e, e„+i >,2 <i <n 
< 62,... ,en-i,e,en > et < 62,... ,e„_i,e,e„+i > 



1, 



et leurs faces. En particulier, la forme lineaire A : Nq -^ Q definie par A(e) = A(ej) = 
si2<i<n — let A(e„) = 1 (et done A(e„+i) = —1 !) induit un morphisme surjectif de 
I'eventail de I'etoile de e dans Ay sur I'eventail de P^ et done induit une fibration torique 
lisse du diviseur torique E defini par le cone < e > sur F^, a fibre isomorphe a P"^^. Enfin, 



comme 



n-l 

e' + 62 + ^ ej 

1=3 



0, 



la courbe rationnelle < 63, . . . , e„_i, e, e„ > (incluse dans une fibre de A) a pour fibre normal 
dans Y le fibre O®^ © 0(1)®""^ et le fibre normal N^iy sst done trivial en restriction aux 
fibres de A. Tout ceci acheve de montrer que X est obtenue via une transformation elementaire 
de la variete torique projective Y . 

Remarque : dans la situation precedente, la classe d'une courbe incluse dans une fibre de 
A : i? ^ P^ n'est pas extremale dans NE(y). 

Demonstration de la remarque. D'apres 1.3, comme V'q+u] est une contraction extremale, 
si une courbe incluse dans une fibre de A : £■ ^ P^ est extremale dans NE(y), sa transformee 
stricte Test dans X, et done vr est une contraction extremale d'apres la proposition 1. Or X 
n'est pas projective ! ■ 
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Remarque : dans la situation precedente, on a un diagramme : 

X = Bc{X) 





X Y 

ou les deux fleches vr et ^iq_+[^-\ sont des eclatements le long de centres lisses. En fait, on pent 
iterer la construction precedente : eclatons Y le long de la courbe de cone < 62, . . . , e„_i, e >, 
la variete projective alors obtenue est elle-meme I'eclatement le long d'un centre lisse de 
codimension deux dans une autre variete torique lisse, et on peut recommencer. Ainsi X 
fait partie d'une suite infinie de varietes toriques lisses, s'obtenant successivement a I'aide 
de transformations elementaires. Nous ne savons pas determiner de fagon systematique le 
caractere projectif ou non de ces varietes. Nous verrons dans la partie 5 deux exemples de 
comportements distincts. 

4.2. Le cas ou E ■ lo <Q. On demontre la proposition suivante : 

Proposition 5. Soit X une variete torique non projective. Supposons que : 

(i) il existe une courbe C torique dans X de sorte que X := Bc{X) est projective, 
(ii) il existe une courbe torique to de X Mori extremale verifiant E ■ uj < ou E est le 
diviseur exceptionnel de n : X ^>- X. 
Alors, 

et il y a un diagramme 

Bc{X) 




X Y 

ou Y est une variete torique projective contenant une sous-variete torique Z verifiant 

(Z,iV^/y)c.(P"-2,Op„-2(-l)®2), 

^Q+[lo] ^^^ ^^ contraction extremale definie par u; et I'eclatement de Y le long de la sous- 
variete Z de sorte que (fq+i^j] : X ^ Y et tt : X ^ X ont mime diviseur exceptionnel E 
verifiant 

De plus, la classe d'une courbe rationnelle incluse dans Z n'est pas extremale dans le cone 
de Mori des courbes effectives de Y . 

Demonstration. Comme E ■ uj < 0, la courbe cu est incluse dans E. Mais comme X 
n'est pas projective, la proposition 1 implique que cj n'est pas incluse dans une fibre de n. 
Quitte a renumeroter les e^, 1 < i < n — 1, on peut supposer que uj est definie par le mur 
< ei, . . . , e„_2, e > et on a une relation 

n-2 

e„ + e„,+i + 22 °-i^i + ae = 0, 

i=l 

Oil les Oj et a sont des entiers. Le lemme suivant est I'analogue du lemme 2. 
Lemme 3. Les entiers Oj sont negatifs ou nuls pour tout i entre 1 et n — 2. 



Demonstration. Sinon, on a par exemple ai > 0, et d'apres Reid |Rei83] Cor. 2.10(i), les 
deux courbes uj' :=< 62, . . . , e„_2, e, e^ > et uj" :=< 62, . . . , e„_2, e, e„+i > sont sur I'arete 
extremale Q+[a;]. Or ces deux courbes sont contractees par vr, ce qui n'est pas possible 
puisque X est non projective. ■ 



14 



LAURENT BONAVERO 



Fin de la demonstration de la proposition 5. Comme 

n-2 

-Kj^ -uj = 2 + y^^ai + a> 



i=l 



avec a = -E • a; < 0, il s'en suit que a = — 1 et Oj = pour tout 1 < i < n — 2. La contraction 
extremale (pQ+\i^] est done divisorielle, de fibres non triviales isomorphes a P^, et comme 



n— 1 



Cn ~r Cn+1 — ^ — / ^ 6j, 



j=l 



la courbe C a son fibre normal isomorphe a Opi(— 1)®" ^, et done 




Figure 7. Flip interdit 



Cn+l 



63 7 • • • 1 ^n— 1 



II en resulte - voir la figure 7 - que la contraction ^q+[cj] envoie X sur la variete projective 

lisse Y dont I'eventail est obtenu en remplagant dans A I'etoile de e par la reunion des n — 1 
cones maximaux 

< ei,... ,ei,... ,e„_i,e„,e„+i >, 1 < i < n- 1 

et leurs faces. 

Autrement dit, 'i^Q+[uj] : X ^ Y est I'eclatement de Y le long de la sous- variete torique de 

codimension deux, isomorphe a P"-"^ g^ definie par le cone < e„,e„+i >. 

Enfin, la classe d'une courbe rationnelle incluse dans Z n'est pas extremale dans le cone de 

Mori des courbes effectives de Y car X n'est pas projective. ■ 

Demonstration de la proposition 3. La proposition 3, §3.2 precise la proposition 5. Si X n'est 
pas projective, nous venous de voir que la classe d'une courbe rationnelle incluse dans Z n'est 
pas extremale dans le cone de Mori des courbes effectives de X. Reciproquement, soit F une 
courbe rationnelle incluse dans Z, non extremale dans le cone de Mori des courbes effectives 
de X : [F] = [Ci] + [C2], oii les [Ci] sont effectives, non incluses dans Z. Si C'^ designe la 
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transformee stricte de C, pour vr, et si F est une courbe de X, incluse dans une fibre de vr 
telle que it^F = F, on a 

[F] = [C[] + [C'^]+a[C'l 
ou a est un entier et [C] la classe d'une fibre non triviale de vf. Or 

-1 = E ■ F = E ■ C[ + E ■ C'2 + aE ■ C = E ■ C[+ E ■ C2- a, 

d'ou 

a = l + E-C[ + E-C2>l 
car E ■ C- > 0. Ainsi, la classe de [F] n'est pas extremale dans le cone de Mori des courbes 
effectives de X, done X n'est pas projective d'apres la proposition 1. ■ 

5. QUELQUES EXEMPLES 

Dans cette derniere partie, nous donnons des exeniples explicites de varietes toriques non 
projectives pour toutes les situations precedemment etudiees. 

5.1. Exemples en dimension trois. 

5.1.1. Flip interdit. L'exemple le plus celebre est donne par la seule variete torique X non 
projective de dimension 3 dont le groupe de Picard est de rang 4 : son eventail est donne par 



la figure suivante projetee sur la face < ni,n2,n3 > (voir |Oda88| page 85), oia ni, n2 et 71.3 
forment une base du reseau A^, ou no = —ni — n2 — n^ et pour 1 < i < 3, n^ = no + n-j. 




Figure 8. 



Si Ci (respectivement C2, C3) est la courbe de cone < n2,n3 > (respectivement < n']^,n3 >, 
>), alors Nq./x = C'pi(— 1)®^, la variete Xi = Bc^{X) est projective et X est 



< n[,n2 



obtenue via un flip interdit d'une variete torique projective ¥{. 



5.1.2. Transformation elementaire. D'apres la classification [ OdaTS ] |Oda88] des varietes 
toriques de dimension 3 avec petit groupe de Picard, les varietes toriques non projectives 
de dimension 3 obtenues via une transformation elementaire d'une variete torique projective 
ont un groupe de Picard de rang superieur ou egal a 5. L 'eventail le plus simple est celui 
de la variete Xa^h suivante (a et b dans Z) avec p{Xa^b) = 5 (labellee (4^5^)' dans |Oda88] 
page 64 et [8 - 13'] dans |Oda78(| page 79). 



-n — n — n 




-n + bn' 



X. 



a,b 



n + n' + an" 



Figure 9. 
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La proposition suivante est immediate : 

Proposition 6. Pour tous a et b entiers, les varietes Xa-ifi, Xa+i,b, Xa,b-i ei Xa^b+i sont 
obtenues via une transformation elementaire de la variete Xa^b- 

Demonstration. La figure suivante est suffisante : 



n + n' + an" 
^n' + {a- l)n" 




-n — n — n' 



n + n' + {a- l)n" 



—n - 




n" 


\y 


/n"^ 


\ 








^\ 


\\ / 


^ n + n' + an 


n" -- 


= oo 




/ 


\/n' 





-n + hn' 



-^a-l, 



x„. 



Figure 10. 



Le resultat suivant est enonce sans demonstration dans [ Oda78 | page 80. 

Proposition 7. La variete X^f, est non projective si et seulement si a ^ et b ^ —1. 

Demonstration. Si par exemple a = (le cas 6 = — 1 se traite de fagon identique), Xq^j, 
est projective car obtenue en eclatant un point puis une courbe a partir d'une variete Z 
projective (le groupe de Picard de Z est de rang 3 ou plus simplement Z admet une fibration 
sur Pi de fibre P(Opi Opi{b))). 

Supposons ensuite a > 1 et 6 > et montrons que Xa^b est non projective (les trois autres 
cas se traitent de fagon identique). Par I'absurde, si Xa^b est projective, il existe une fonction 
(p : Nq -^ M lineaire sur chaque cone de I'eventail A definissant Xa,b et strictement convexe 
au sens oil if{ni +71-2) > ^{ni) + (/?(?^2) des que ni et n2 n'appartiennent pas a un meme cone 
de A. Ecrivons alors 

(-n + bn') + {b+ l)(-n') = -n - n' = n" + (-n - n' - n"). 

Comme n" et — n — n' — n" n'appartiennent pas a un meme cone alors que —n + bn' et 
{b + 1)(— n') appartiennent a < —n + 6n', —n' >, on a : 

ip{-n + bn) + {b + l)ip(-n') > ip{n") + if{-n - n' - n"). 

De meme, (— n — n' — n") + {b + l)n' = —n" + (— n + bn') donne 

ip{-n -n' - n") + (6 + l)(p{n') > ip{-n") + ip{-n + bn'). 

Par somme : 

{b + l){ip{n') + ip{-n')) > ^{n") + ip{-n"). 

A nouveau, 

(n + n + an") + a{—n") = n + n' et n + an" = {n + n' + an") + (— n') 
donnent 
(p{n + n' + an") + aip{—n") > ip{n) + (p{n') et (p{n) + aip{n") > ip{n + n' + an") + ip{—n) 
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d'ou 

a{(f{n") + Lp{-n")) > (p{n') + ip{-n'). 

En regroupant, 

a(6 + l)(v?(n") + v^(-n")) > ^(n") + ip{-n"), 
et comme > 99(71,") + ip{—n"), on en deduit a(6 + 1) < 0, ce qui est absurde. ■ 
Des deux propositions precedentes se deduit immediatement le : 

CoroUaire D. Pour b ^ —1, les varietes toriques non projectives Xii^ et X_i5 sont 
obtenues via une transformation elementaire de la variete torique projective Xq^i^. Pour 
a / 0, les varietes toriques non projectives Xafi et Xa-2 sont obtenues via une transfor- 
mation elementaire de la variete torique projective Xa-i- 

5.2. Des exemples en dimensions superieures : une construction d'E^vald re- 
visitee. Dans cette derniere partie, nous etudions geometriquement et generalisons une cons- 



truction due a Ewald |Ewa8£] pour construire en toutes dimensions superieures a quatre des 



varietes toriques non projectives avec petit groupe de Picard. 

5.2.1. Description geometrique, cas general. Soit X une variete analytique complexe (non 
necessairement torique) de dimension n munie d'une action de C*. On construit une variete 
X de dimension n + 1 en recollant C x X a P^ \ {0} x X sur I'ouvert commun C* x X grace 
a Paction de C* : (t, x) € C* x X C C x X est identifie a (t, i • x) G C* x X C P^ \ {0} x X. 
La variete X possede par construction une fibration / : X ^ P^ dont toutes les fibres sont 
isomorphes a X. Dans la suite, on notera Xq := /~^(0) et Xqo := /^^(oo). Remarquons 
qu'a toute sous- variete Y de X, stable par C*, correspond une sous- variete y de X de meme 
codimension que Y obtenue par le recollement de C x y a P^ \ {0} x Y . Comme X, Y possede 
une fibration sur P^, de fibre isomorphe a Y . De plus, 

y n Xo ~ y n Xoo =i y. 

5.2.2. Description geometrique, cas torique. Si X est une variete torique, et si v est un 
element du reseau X, on note classiquement A^ le sous-groupe a un parametre du tore 
Hom(M, C*) lui correspondant. Ce sous-groupe definit une action de C* sur X si bien que la 
construction precedente s'applique : on note X^ la variete correspondante et /^ : X„ -^ P^ 
la fibration correspondante. Comme les actions sur X de Hom(M, C*) et de A^ commutent, 
elles induisent une action de Hom(M, C*) x C* sur X^, faisant de cette variete une variete 
torique de dimension n + 1 possedant une fibration f^ equivariante lorsque P^ est muni de 
Paction standard de C*. Dans ce cas, Xq et Xqo sont deux sous- varietes toriques de X^ et si 
y est une sous-variete torique de X, la sous-variete Y de X^ lui correspondant est torique. 
De plus, il y a dans X^ une sous-variete torique privilegiee, que Pon notera Y^ : en effet v 
appartient a I'interieur relatif d'un unique cone a^ de Peventail A et la sous-variete torique 
Yy de X determinee par a^ est fixee par le sous-groupe A„. Par consequent, la sous-variete 
torique de X„ lui correspondant est isomorphe a P^ x 1^. 

5.2.3. Description "eventail" . Si A est Peventail dans Nq de X, Peventail A^ dans Nq © Q 
de Xy est defini de la fagon suivante : 

- on identifie A avec son image via Pinclusion Nq © ^^ Xq © Q, 

- les cones de A„ sont exactement les 

a:={a,0) , a+:={a,0)+Q-^{v,l) et a_ := (^7,0) + Q+(0, -1) 
ou a deer it P ensemble des cones de A. 
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5.2.4. La construction d'Ewald. Soit X une variete torique de dimension n, D un diviseur 
irreductible torique de X. On note vd le generateur minimal dans A^ du cone de dimension 
un definissant D. D'apres ce qui precede, la variete torique X„^ de dimension n + 1 construite 
en 5.2.1 — 2 contient un diviseur torique note D isomorphe a P^ x D et Ewald remarque que 
le fibre normal M de D dans Xy^ satisfait 

-^pix{*} =^Opi(-l). 
Par consequent, il y a une variete torique X^^ de dimension n + 1 contenant une sous- variete 
torique Z^^ de codimension deux isomorphe a -D de sorte que X^^ soit I'eclatement de X^^ 
le long de Z^^, le diviseur exceptionnel de I'eclatement etant egal a D. Remarquons que 
Xy^ contient deux sous-varietes toriques de codimension un isomorphes a Xq et X^o, dont 
I'intersection est isomorphe a D. 
Le result at suivant est dri a Ewald : 

Theoreme. Soit X une variete torique, D un diviseur torique de X et X^^ la variete torique 
construite precedemment. Alors X^^ est projective si et seulement si X est projective. De 
plus, X et Xy^ ont mime nombre de Picard. 

D'apres ce qui precede, seule I'affirmation "X projective implique X^,^ projective" est non 
triviale, Ewald la demontre en considerant I'eventail definissant X^,^. Ceci pent aussi se 
demontrer facilement en utilisant notre critere de projectivite §1.4. 

5.2.5. Applications. Soit X une variete torique non projective de dimension n devenant pro- 
jective apres eclatement le long d'une sous-variete torique Y. On note X' := By{X). Deux 
constructions differentes sont possibles : 

(i) si D est un diviseur irreductible torique de X disjoint de Y, alors la variete torique X^^ 
de dimension n-\- 1 est non projective et devient projective apres eclatement le long de 
la sous-variete torique Y correspondant a Y. Par construction, la codimension de Y 
dans X est egale a celle de Y dans X^^ . 

(ii) si D est un diviseur irreductible torique de X contenant Y, la transformee stricte de D 
dans X' = By{X) etant notee D', alors la variete torique X^^ de dimension n + 1 est 
non projective et devient projective apres eclatement le long d'une sous-variete torique 
isomorphe a Y (et que I'on note encore Y) incluse dans Z^^. En effet, on a ByiX^^) = 
X'y , et cette derniere variete est projective puisque X' I'est. Par construction, X et 
X„^ deviennent projectives apres eclatement le long de sous-varietes isomorphes, done 
de meme dimension ! 

On en deduit le corollaire suivant : 

CoroUaire E. Pour tout entier n > 3, il existe une variete torique non projective, dont 
le nombre de Picard est egal a 4, devenant projective apres eclatement le long d'une courbe 
torique. 

Demonstration. II suffit d'iterer la construction expliquee en (ii) a partir de la variete 
decrite en 5.1.1. ■ 

Les varietes du corollaire E sont obtenues via un flip interdit d'une variete torique projective, 
la meme construction partant par exemple des varietes Xi^b (b 7^ —1) de 5.1.2 permet de con- 
struire, pour tout entier n > 3, une variete torique non projective, dont le nombre de Picard 
est egal a 5, obtenue via une transformation elementaire d'une variete torique projective. 
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